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1 Budowa obiektu regulacji

Rozwazany obiekt laboratoryjny to kaskadowy uklad czterech zbiornikéw, pomiedzy ktérymi przelewa
sie woda. Przedstawiono go na rysunku 1. Wymiary poszczegdlnych zbiornikéw podane sa na rysunku 2.
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Rysunek 1: Kaskadowy uktad zbiornikéw wraz z systemem sterowania

Tam réwniez zaznaczono powierzchnie swobodne luster cieczy S;, powierzchnie czotowe napetnionych
fragmentow zbiornikow A; oraz objetosci zgromadzonej cieczy V;. Te trzy wielkosci sa wykorzystywane
w podanym dalej modelu matematycznym obiektu. Uproszczony schemat instalacji, przedstawiajacy
obieg wody miedzy zbiornikami, pokazany jest na rysunku 3. Rysunek 4 stanowi pomoc w wyprowadza-
niu zaleznosci geometrycznych miedzy zaznaczonymi na nim wielkosciami /; 1 A; a znanymi wymiarami
zbiornikow (d, a, b, ¢, m, n, r) i poziomami cieczy H;.

2 Model matematyczny — ré6wnania stanu

Rownania stanu uktadu trzech kaskadowych zbiornikow (bez uwzgledniania zbiornika buforowego)
mozna wyprowadzi¢ w oparciu o bilanse masy, zapisane niezaleznie dla kazdego ze zbiornikow

%(QW)ZQQO—QQI_QOI (1)

%(9%)29@1—@622—902 (2)

%(9‘/3)=9Q2—9Q3—903 (3)
gdzie:
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Rysunek 2: Wymiary zbiornikéw oraz objasnienie symboli S;, A;, V;: a) zbiornik gorny (pierwszy),
b) zbiornik srodkowy (drugi), ¢) zbiornik dolny (trzeci)
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Rysunek 3: Schemat instalacji z zaznaczeniem obiegu cieczy
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Rysunek 4: Zaleznoéci geometryczne



Vi — objetos¢ cieczy zgromadzonej w i-tym zbiorniku

@Q); — strumienn objetosci cieczy wyplywajacej przez zawér umieszczony w dnie i-tego zbiornika do
zbiornika ponizej (dla i € {1, 2, 3}) lub z pompy do gérnego zbiornika (dla ¢ = 0)

O; — strumien objetosci cieczy przelewajacej sie przez gorna krawedz i-tego zbiornika na zewnatrz
instalacji, jesli nastapilo jego przepelnienie i przelanie

p — gestosé cieczy

Zaktadajac stala gestosé cieczy p otrzymujemy bilans objetosci

dV;

O.T;ZQo—Q1—01 (4)
%Z%—Qz—% (5)
%=Q2—Q3—03 (6)

Objetosc V; zalezy od poziomu H; cieczy w zbiorniku (mierzonego od dna), a ten z kolei — od czasu t.
Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu funkcji ztozonej dostajemy
dV(H(t)) dV(H) dH (t)

= H:H(t)-dt:S(H(t))-H(t) (7)

gdzie:
H — poziom cieczy w zbiorniku (mierzony od dna)

S — pole powierzchni swobodnej lustra cieczy

Pole powierzchni swobodnej lustra cieczy jest bowiem réwne pochodnej objetosci zgromadzonej cieczy
wzgledem jej poziomu w zbiorniku. Uwzgledniajac (7) w (4)—(6) otrzymuje sie

(1) = o (Qo(U) = Qi (Hi(0) — 01 (1 (1)) ®)
Hy(t) = Sg(Hl’Q(t)) (Ql (Hi(t)) — Qa2 (Ha(t)) — Oz(Hz(t))) (9)
H(t) = M (Q:(H2(t)) — Qs (Hs (1)) — O3(Hs(1))) (10)

gdzie:
H,; — poziom cieczy w i-tym zbiorniku
S; — pole powierzchni swobodnej lustra cieczy w i-tym zbiorniku

Nalezy pamietacd, ze konstrukeja zbiornikéw narzuca pewne ograniczenia na wartosci zmiennych stanu.
Jedli zalozymy, ze nigdy nie nastepuje przelanie zbiornika, to zachodza nastepujace nieréwnosci

0 < Hy(t) <b, 0 < Ho(t) <, 0< Hs(t)<r (11)
Roéwniez strumienn pompy Qg jest ograniczony

0< Qo< Qo (12)
Pole powierzchni swobodnej lustra cieczy w i-tym zbiorniku wyraza sie wzorem

S = dl;, ie{l,2, 3} (13)

gdzie:



d — wspolny wymiar wszystkich trzech zbiornikow (,,grubosé” — odleglos¢ miedzy pionowa Sciana czo-
lowa a Sciang tylna)

l; —,dhugos¢” linii lustra cieczy, mierzona w plaszczyznie ciany czotowej zbiornika (patrz rysunek 4)

Analiza rysunku 4 pozwala zapisa¢ nastepujace zaleznosci

ll =a (14)

Iy — _

2H n_m . n (z tw. Talesa) (15)
2

I3+ (c— H3)? =12 (z tw. Pitagoras) (16)

gdzie:

a, by, d — wymiary goérnego zbiornika (o numerze 1): a, b — boki (szeroko$é¢ i wysoko$¢) prostokatne;j
$ciany czotowej

¢y, my, n, d — wymiary srodkowego zbiornika (o numerze 2): m, n — podstawy trapezu (gorna i dolna),

¢ — wysokoéé trapezu stanowiacego $ciane czotows zbiornika

r, d — wymiary dolnego zbiornika (o numerze 3): r — promieni wycinka kota, ktory stanowi $ciane
czotowa zbiornika

Wzor (15) wynika z twierdzenia Talesa, za$ (16) — z twierdzenia Pitagorasa. Po przeksztalceniach
dostajemy

ll =a (17)

m—-n

12 =n-+ HQ (18)

C
Iy =1\/r2 — (r — H3)* = y/2r Hy — H} (19)

Uwzgledniajac (17)—(19) w (13) otrzymujemy
S1 = ad = const (20)

Sy = So(Hy) = d <n + = - n H2> (21)

53233(H3):d\/2TH3*H§ (22)

Dla Hs = 0 pole powierzchni S3, wyznaczone wedlug wzoru (22) jest rowne 0. Stwarza to problem
przy dzieleniu wystepujacym w formule (10). By temu zapobiec zastapimy Ss ze wzoru (22) przez Ss
zdefiniowane jak nizej

~ S3(H.
S3(Hs) = Zzq (3(23)> (23)
3
gdzie funkcja ¢(-) okreslona jest nastepujaco
Y, 2y
qy) = jv2+1, 0<y<2 (24)
1, y <0

a jej wykres przedstawiony jest na rysunku 5. Sposob zdefiniowania funkeji Ss(Hs) oraz ¢(-) zapewnia
rozniczkowalnosé zaleznosci S3(Hs) w punkcie Hs = 2 Z3. W zbudowanym modelu symulacyjnym
przyjeto

Z3=15-10"* m? = 15 cm? (25)
Objetosé cieczy zgromadzonej w zbiorniku i-tym wyraza sie wzorem

gdzie:
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Rysunek 5: Wykres funkcji ¢(+)

Vi — objetosé cieczy zgromadzonej w zbiorniku i-tym
d — wspOlny wymiar wszystkich trzech zbiornikow (,,grubosé”)

A; — pole powierzchni czolowej zbiornika, mierzone od dna do linii lustra cieczy (patrz rysunek 4)

Wielkos¢ A1 mozna wyznaczy¢ ze wzoru na powierzchnie prostokata, Ao — ze wzoru na powierzchnie
trapezu, za$§ As jest roznica powierzchni dwoch figur: wycinka kota i trojkata prostokatnego (patrz
rysunek 6)

Al =aH, (27)
1 1 - -

Az:(n+l2)H2:<n+n+m nHz) H2=<n+m nH2> Hy (28)
2 2 c 2c

Ay = Ay — Ap (29)

Pomocniczo zapiszemy wzor na kosinus kata 3 zaznaczonego w trzecim zbiorniku na rysunku 4.

A, Ag

Rysunek 6: Sposob obliczania powierzchni Ag

— H.
CoS (3 = I 2 (30)
r
Stad 3 wyraza sie zaleznoscia
— H.
(3 = arccos ! 2 (31)

Pola wycinka kota i trojkata dane sa wzorami
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A stad oraz z (29) dostajemy

1 —H
(r2 w3 — (r — Hs) l3) =3 (7"2 arc cos - . 5 (r — Hs) \/m> (34)

Stosujac (27), (28) 1 (34) w (26) otrzymujemy

Az =

DN | =

Vi=adH (35)

Va—d <n Hy + mQ_C” H§> (36)

d —H
V3:5 (rQ arc cos - 3—(7“—H3) \/27'H3—H§) (37)
r

Zaleznos¢ strumienia objetosci Qo wymuszanego przez pompe od sterowania U podanego na silnik
pompy (wspotezynnik wypelnienia sygnalu PWM z przedziatu [0, 1]) jest nieliniowa. Mozna ja aprok-
symowaé wielomianem pigtego stopnia, pamietajac ze ujemne wartosci strumienia sg niedopuszczalne

Qo(U) = max {0, v(U)} (38)
v(U) = vsU° +0g U + 03U + 0 U? + 01 U 4 v
U €0, 1]

gdzie:

U - sterowanie dla silnika (wspotczynnik wypelnienia sygnaltu PWM) z przedziatu [0, 1]

v; — wspolezynniki wielomianu aproksymujacego zalezno$¢ strumienia objetosci pompy (o od stero-
wania dla silnika U

Wspolezynniki wielomianu (38), uzyskane w wyniku identyfikacji, zebrano w tabeli 1. Przy ich wy-
znaczaniu przyjeto, ze strumien Qo wyrazony jest w jednostce uktadu SI (m?3/s). Maksymalny stru-
mieri pompy (maksymalna wydajnosé pompy), odpowiadajacy wspotczynnikowi wypekienia 1, wynosi
Qp = 288.6423 cm?/s=0.2886423 - 1073 m?/s. Wykres zaleznosci (38) przedstawiony jest na rysunku
7.

Vs on VU3 V2 U1 Vo
1.9287-1073 —6.5254 - 1073 8.9191-1073 —6.2047 -1073 2.4298 - 1073 —0.258 - 1073

Tablica 1: Wspotczynniki wielomianu aproksymujacego strumien objetosci pompy

Zalezno$¢ strumienia objetosci (; cieczy wypltywajacej przez zawér w dnie i-tego zbiornika od poziomu
H; cieczy w tym zbiorniku mozna aproksymowaé nastepujaca funkcja

Qi(H;) =Ci/H; + D;, ie{l, 2, 3} (39)
3

Q=" [H]=m

gdzie:

C;, D; —state we wzorze aproksymujacym zaleznos¢ strumienia objetosci @); cieczy wyplywajacej przez
zawor w dnie i-tego zbiornika od poziomu cieczy H; w tym zbiorniku

Przyjeta funkcja rozni sie od zaleznosci wynikajacej ze wzoru Torricelli’ego [1, s. 180] o stata D;, dodana
do argumentu H;, reprezentujaca (w przyblizeniu) dtugosé pionowego odcinka rurociagu miedzy dnem
zbiornika a zaworem. Wspotezynniki C; 1 D; dla wszystkich trzech zbiornikow, otrzymane w wyniku
identyfikacji, zebrano w tabeli 2. Stosowano jednostki uktadu SI ([H;] = m, [@;] = m3/s). Na rysunku
8 przedstawiono wykresy zaleznosci okreslonych wzorem 39.
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Rysunek 7: Zaleznos$¢ strumienia pompy od wspoélczynnika wypelnienia sygnaltu PWM sterujacego

silnikiem DC napedzajgcym pompe

i Ci = wn D; = wyo

1 294.05-10~© 5.9217 - 102
2 332.60- 106 4.0083 - 102
3 314.24-10°6 3.3205- 1072

Tablica 2: Wspélczynniki funkcji aproksymujacych strumienie objetosci zaworéw
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Rysunek 8: Zaleznosé¢ Q;(H;) wedtug wzoru (39) dla zaworu w zbiorniku: a) gornym, b) srodkowym,

c¢) dolnym.



Rysunek 9: Wykres funkcji p(-)

Wzor (39) ma powazny mankament: dla zerowej wartosci poziomu H;, odpowiadajacej proznemu zbior-
nikowi, otrzymuje sie niezerowa wartos¢ przeptywu. Ten niepozadany efekt mozna usunaé, modyfikujac
formute (39) w podany nizej sposob

Qi(H1) =p<]\}2> C;v/H; + D; (40)

przy czym funkcja p(-) wyraza sie wzorem

0, x <0
plx)=qV2zr—2% 0<z<1 (41)
1, 1<z

za§ M; jest dodatnia stata wielokrotnie mniejsza od wysokosci i-tego zbiornika. Wykres funkeji p(-)
przedstawiono na rysunku 9. Wykres ten powstaje z tuku okregu oraz potprostej. Wzor definiujacy
funkcje p(-) dla argumentu z przedziatu [0, 1) tatwo otrzymaé z formuly opisujacej okrag o srodku w
punkcie (1, 0) i promieniu réwnym 1.

(z—1)° +y* =17 (42)
skad

2 —2x+1+4y%=1 (43)
a dalej

yY=1-2>+22-1 (44)
nastepnie

v =2z-2*=02-2)z (45)

1 ostatecznie
y=V2zx—x? (46)

Opisany wyzej sposob konstrukeji zaleznosci p(z) gwarantuje jej ciagtosé i rozniczkowalnosé w punkcie
x = 1, co moze by¢ istotne dla zapewnienia poprawnego dzialania metody numerycznej rozwiazuja-
cej rownania rézniczkowe stanowigce modelm matematyczny obiektu regulacji. Jesli poziom H; jest
wiekszy badz rowny M;, wartos¢ funkeji p(H;/M;) jest rowna 1, wobec tego strumieri ); wyraza sie
zaleznoscia identyczng z (39). Jesli natomiast H; zbliza sie do zera i jest mniejszy od M;, strumien
ulega zmniejszeniu w stosunku do wartosci wyznaczonej z (39). W skrajnym przypadku, dla H; = 0,
strumieri zeruje sie. W zbudowanym modelu symulacyjnym przyjeto

My =My=M;=2-10"2m=2cm (47)



Funkcja p(z), ktorej wykres przedstawiono na rysunku 9, nie jest rozniczkowalna w punkcie x = 0.
Gdyby stwarzato to problemy w obliczeniach numerycznych, mozna zastosowaé alternatywna funkcje
p(+), zdefiniowana nastepujaco

0, <0
plx) =qw(x), 0<z<1 (48)
1, 1<z

gdzie w(-) jest wielomianem najnizszego mozliwego stopnia dobranym w taki sposéb, aby zapewni¢
ciaglosé i rozniczkowalnosé funkeji p(-) w punktach x = 01 = 1. Wymagania te mozna zapisaé w
postaci uktadu czterech réwnan

w(0)=0 A w(0)=0 A wl)=1 A w'(1)=0 (49)
Rozwigzania poszukiwaé¢ bedziemy wérod wielomianéw stopnia co najwyzej trzeciego

w(z) =az® +Ba® +yx+6 (50)
ktorego pochodna wyraza si¢ wzorem

w'(z) =3ax® +28x+ 7 (51)
Wstawiajac (50) i (51) do (49) otrzymuje sie uktad rownai

w(0)=d=0
w'(0)=v=0
wl)=a++y+d=1
w(l)=3a+28+~v=0

Wstawiajac dwa pierwsze réwnania do dwdch kolejnych dostajemy

a+pB=1 (56)
3a+28=0 (57)

a stad, wstawiajac do drugiego rownania wyrazenie 5 = 1 — «, uzyskane z réwnania pierwszego, mamy

3a+2(l—a)=0 = a=-2 (58)
Ostatecznie wspotezynniki wielomianu przyjmuja wartosci o = —2, § = 3, wielomian wyraza sie
wzorem w(x) = —2 23 + 222, a funkcja p(-) opisana jest formuta

0, z <0
plx) =4 —223+22%, 0<z<1 (59)
1, 1<z

Jej wykres przedstawiono na rysunku 10.
We wzorach (8)—(10) wystepuja funkcje O;(H;), okreslajace wartos¢ strumienia cieczy przelewajacej
sie przez gorna krawedz zbiornika, jesli nastapito jego przepekienie. Funkcje te mozna w przyblizeniu
opisa¢ nastepujacymi wzorami |1, s. 182]

3 0, H{ <b
O(H)=FE{ (HH=b)2 1(H{—-0) = 60
1(H1) = By (Hy —b)2 1(Hy —b) {El(Hl—b)g, H > b (60)
3 0, Hggc
O9(Hy) =FEy (Hy —¢)2 1(Hy —¢) = 61
2(Ha) = By (Hz —¢)2 1(Hz —¢) {EQ(H2_C)37 Hy> e (61)
3 0, H3<7’
Os3(H3) = FEs (Hy—1)2 1(Hs —17) = 62
3(H3) = E3 (H3 —7)2 1 (Hz — ) {EE(H?)_T)g’ Hy>r (62)

10
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Rysunek 10: Wykres funkeji p(-)
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Rysunek 11: Wykres funkcji O1(Hy)

Wyrazenia w nawiasach mowia o ile poziom cieczy w zbiorniku jest wiekszy od jego wysokosci (o ile
lustro cieczy ,wystaje” ponad gorng krawedz zbiornika). Wystepujace w powyzszych wzorach state E;,
wyrazaja sie formuta

Eizgoi\/2g (63)

gdzie o; to taczna dlugosé gornej krawedzi i-tego zbiornika, przez ktora przelewa sie woda (liczona na
calym obwodzie)

o1 =2(a+d) (64)
02 =2(m+d) (65)
o3 =2(r+d) (66)

Obecna we wzorze (63) stata g to wspotezynnik przyspieszenia ziemskiego (9.81 m/s?). Wartosci statych
E;, obliczone wedlug (63) i wyrazone w jednostkach uktadu SI, wynosza odpowiednio F; = 2.1261,
Ey = 3.3546 i E3 = 2.5986. Przyblizony ksztatt wykresu funkcji Oq(Hp) przedstawiono na rysunku 11.

Biorac pod uwage wydajnoéé pompy Q, oraz wartosci stalych C; zaworéw, mozna zatozyé, ze poziomy
H; nigdy nie przekraczaja wysokosci zbiornikow bardziej niz o wartosé parametru A;, ktéra przyjmiemy
jako réwng 1 cm=10"2 m

A=Ay =A3=10"%m (67)

2.1 Parametry modelu matematycznego

W tabeli 3 zebrano wszystkie parametry wystepujace w modelu matematycznym obiektu oraz podano
ich wartosci i jednostki. Zaznaczono réwniez, ktore parametry podlegaly identyfikacji, ktore oszaco-
wano, a ktore przyjeto arbitralnie.

3 Stan ustalony

Przy wyznaczaniu wartosci pozioméw i strumieni w stanie ustalonym przyjmuje si¢ nastepujace uprasz-
czenia:

1. Nie stosuje sie formutl przelewu (60)-(62). Zamiast tego przyjmuje sie, ze jesli woda przelewa sie
przez gorna krawedz zbiornika, poziom cieczy jest réwny jego wysokosci.

11



Tablica 3: Parametry modelu matematycznego kaskady zbiornikéw

Nr | Oznaczenie | Jednostka Wartosé Pochodzenie

1 d m 5-1072 mierzone

2 a m 31-1072 zmierzone

3 b m 39.5- 1072 zmierzone

4 c m 39.6 - 1072 zmierzone

) m m 51.8-1072 zmierzone

6 n m 10.3-1072 zmierzone

7 r m 39-102 zmierzone

8 1 m®2.s71 [ 294.05-1076 | zidentyfikowane
9 D m 5.9217-1072 | identyfikowane
10 Cy m®/2.s71 | 332.60 - 10~% | zidentyfikowane
11 Dy m 4.0083 - 1072 | identyfikowane
12 C3 m®/? .57 | 314.24 - 1079 | zidentyfikowane
13 D3 m 3.3205 - 1072 | identyfikowane
14 FEy m3/2 .71 2.1261 oszacowane
15 Es m3/2 . g1 3.3546 oszacowane
16 Ej3 m3/2 . g1 2.5986 oszacowane
17 M, m 21072 arbitralne

18 Mo m 2.-1072 arbitralne

19 M m 2.1072 arbitralne
20 Z4 m? 15-107% arbitralne

21 Z m? 15-1074 arbitralne
22 Z3 m? 15-1074 arbitralne
23 Aq m 1-1072 arbitralne
24 Ao m 1-1072 arbitralne
25 A m 1-1072 arbitralne
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2. Nie stosuje si¢ formuly (40) uwzgledniajacej zmniejszenie strumienia dla poziomu cieczy bliskiego
zeru. Zamiast tego uzywany jest wzor (39). Jesli strumien cieczy plynacej przez zawoér spada
ponizej C; +/D;, przyjmuje sie zerowa warto$¢ poziomu H;.

W stanie ustalonym (w punkcie rownowagi) pochodne wszystkich zmiennych stanu sa rowne zeru
H(t)=0 (68)

Stad oraz z rownan (8)-(10) wynikaja wzory

Qo=Q1+ 01 (69)
Q1=Q2+ 02 (70)
Q2 = Q3+ 03 (71)

Przy wyznaczaniu stanu ustalonego zachodzi koniecznos¢ obliczenia poziomu H; dla danego strumie-
nia Q;. Przeksztalcajac wzor (39) otrzymujemy

Qi _ JHD; (72)

C;
2
2
H;= 25 - D, (74)

Opisywany system dynamiczny (kaskada zbiornikéw) posiada nieskonczenie wiele punktow rownowagi.
By ujednoznacznié¢ zadanie ich poszukiwania, nalezy ustali¢ i zada¢ wybrane zmienne wystepujace w
modelu matematycznym. Najwicksze znaczenie praktyczne maja wymienione nizej warianty:

1. Obliczanie punktu rownowagi dla zadanego strumienia pompy Qo
2. Obliczanie punktu réwnowagi dla zadanego poziomu cieczy jednym, wybranym zbiorniku:

(a) gérnym (1)
(b) srodkowym (Hs)
(c) dolnym (H3s)

Jesli zadana jest wartos¢ strumienia @)g, nalezy kolejno wykonaé¢ nastepujace obliczenia:

1. Zalozy¢, ze strumien ()1 rowna sie strumieniowi (.

2. Wyznaczy¢ warto$¢ poziomu H; odpowiadajaca zatozonemu strumieniowi @1, korzystajac ze
wzoru (74).

3. Jesli warto$¢ poziomu Hj przekracza wysoko$¢ gérnego zbiornika b, nalezy ja do tej wartosci
zmniejszy¢ i dla tej nowej wartosci obliczy¢ wartosé strumienia @1 ze wzoru (39). W przeciwnym
razie Hy pozostaje bez zmiany, a ()1 réwna sie QQp.

4. Jesli poziom H; jest ujemny, nalezy jego wartosé zastapié zerem.
5. Zalozy¢, ze strumien Qo réwna sie strumieniowi ).

6. Wyznaczy¢ warto$é¢ poziomu Hs odpowiadajaca przyjetemu strumieniowi o, korzystajac ze
wzoru (74).

7. Jesli wartosé poziomu Hs przekracza wysokosé srodkowego zbiornika ¢, nalezy ja do tej wartosci
zmniejszy¢ i dla tej nowej wartosci obliczy¢ wartosé strumienia Q2 ze wzoru (39). W przeciwnym
razie Hy pozostaje bez zmiany, a Q2 roéwna sie Q1.
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8. Jesli poziom Hy jest ujemny, nalezy jego wartosé zastapié¢ zerem.
9. Zaltozy¢, ze strumienn Q3 réwna sie strumieniowi Q.

10. Wyznaczy¢ warto$é poziomu Hs odpowiadajaca przyjetemu strumieniowi @J3, korzystajac ze
wzoru (74).

11. Jesli warto$é poziomu Hs przekracza wysokosé¢ gérnego zbiornika r, nalezy ja do tej wartosci
zmniejszy¢ i dla tej nowej wartosci obliczy¢ warto$é strumienia Q3 ze wzoru (39). W przeciwnym
razie Hy pozostaje bez zmiany, a (3 rowna sie Qo.

12. Jesli poziom Hj jest ujemny, nalezy jego wartosé zastapié zerem.

Jesli zamiast Qp zadana jest wartos¢ wybranego poziomu (Hy, Hy albo Hs), powyzsza procedure nalezy
odpowiednio zmodyfikowaé.
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