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Detekcja zmian w szeregach czasowych
za pomoc3 transformaty falkowej

Artykut przedstawia podstawy teoretyczne ciggtej i dyskretnej transfor-

Maciej Klemiato

maty falkowej oraz mozliwosci praktycznego zastosowania jej w analizie

zdarzen (takich jak np. wykrywanie skokow wartosci Sredniej) w zaszumio-
nych szeregach czasowych. Omawiane algorytmy mogtyby znalez¢ zasto-
sowanie w diagnostyce przebiegoéw procesowych w zaawansowanych sys-
temach automatyki.

Z aawansowane systemy automatyki, oprocz algoryt-
mow regulacji, systemow wizualizacji i archiwiza-
¢ji danych pomiarowych, powinny by¢ takze wyposa-
zone w moduly diagnostyczne. Moduly te petnia role
nadzorcy procesu przemystowego, diagnozujac spraw-
noSc¢ systemu sterowania i jego poszczegolnych ele-
mentow, takich jak czujniki, cztony wykonawcze czy
magistrale komunikacyjne. Jednym z podstawowych
elementow systemow diagnostycznych jest analiza
zdarzenh w szeregach zmiennych procesowych. Przy-
ktadem takiej analizy jest segmentacja szeregow cza-
sowych umozliwiajaca wykrycie okresOw stacjonar-
noSci (stanow ustalonych), skokOw wartosci Sredniej
lub wariancji. Jednym z podstawowych narzedzi do
analizy zdarzen w szeregach czasowych jest algorytm
Page-Hinkleya bazujacy na testach stosunku funkcji
wiarygodnosci (ang. Likelihood Ratio - LR) [2]. Sto-
suje si¢ takze filtry wykorzystujace wieloaspektowe
testy statystyczne. Powyzsze metody zostaty opisane
we wczeSniejszym artykule autora [1].

Oprocz metod statystycznych stosuje sie rowniez
klasyczne narzedzia analizy czestotliwoSciowej (trans-
Jormata Fouriera) oraz metody bardziej zaawansowa-
ne takie jak np. transformata falkowa [3, 4]. Analiza
falkowa, bedaca przedmiotem niniejszego artykutu,
jest bardziej predysponowana do zastosowania do sy-
gnalOow przejSciowych lub niestacjonarnych niz kla-
syczna analiza fourierowska. W kolejnych rozdzialach
przedstawione zostana pokrotce zatozenia ciaglej
i dyskretnej transformaty falkowej oraz przyktady ich
praktycznych zastosowan.

Analiza czasowo-czestotliwoSciowa

Dobrze znana i szeroko wykorzystywana w analizie sy-
gnaléw transformata Fouriera (ang. Fourier Transform
- FT) dokonuje dekompozycji sygnatu na sktadowe si-
nusoidalne o r6znych czestotliwosciach:
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gdzie F(w) jest widmem czestotliwosciowym, a f(#) ba-
dana realizacja czasowa.

Podczas transformacji nast¢puje zmiana dziedziny
czasu na dziedzine czestotliwosci (rys. 1). W wyniku
tej operacji informacja czasowa zostaje utracona. Jest
to powazna wada w przypadku analizy sygnalow nie-
stacjonarnych, gdy informacja o chwili wystapienia
i czasie trwania danego zjawiska jest bardzo istotna
(jak w analizie zdarzen w szeregach zmiennych pro-
cesowych). Z tego wzgledu transformata Fouriera jest
skuteczna jedynie dla sygnalow periodycznych, regu-
larnych i stacjonarnych.
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Rys. 1. Transformata Fouriera. PrzejScie z dziedziny czasu (sy-
gnal po lewej) do dziedziny czestotliwosci (sygnat po
prawej)

W pewnym stopniu remedium na wady transforma-
ty Fouriera jest zaproponowana w 1946 r. przez Den-
nisa Gabora krétkookresowa transformata Fouriera
(ang. Short-Time Fourier Transform - STFT). Trans-
formata ta, za pomoca przesuwanego wzdtuz sygnatu
okna czasowego w(t), dzieli sygnat na mate kawalki,
ktore mozna uznac za stacjonarne.
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Rys. 2. Zasada dziatania STFT
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Nastepnie kawalki te sa poddawane FT
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(rys. 2): 1
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W ten sposob w pewnym stopniu od-
zyskuje sie tracona przez FT informacje
CZasowa.

Glowna wada STFT jest fakt, ze jakoS¢ -
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skiego okna wystepuja: dobra rozdziel-
cz0$¢ czasowa i staba rozdzielczosS¢ czesto-
tliwoSciowa, dla szerokiego okna sytuacja
jest odwrotna. Transformata falkowa na-
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Rys. 3. Roznice w rozdzielczoSci w dziedzinach: czasowej, cze-
stotliwosciowej, transformaty STFT oraz falkowe;j

tagonizm miedzy rozdzielczoScia informacji czasowej
arozdzielczo$cia informacji czestotliwosciowej. Falke
mozna tu rozpatrywac¢ w kategoriach okna o zmienne;j
szerokosci. Dla poréwnania, na rys. 3 przedstawiono
rozdzielczo$¢ reprezentacji czasowej, czestotliwoscio-
wej, STFT oraz falkowe;j.

Asymetria i nieregularne ksztalty niektorych falek
naturalnie predysponuja je do analizy sygnalow przej-
Sciowych, o duzych zaktéceniach, gwattownych zmia-
nach i pikach (powszechnie wystepujacych w instala-
cjach przemystowych). Sygnaly takie o wiele trudnie;j
odwzorowac za pomoca sinusoid. Poniewaz dla roz-
nych falek uzyskuje si¢ rozne reprezentacje tego same-
go sygnatu, kluczowa sprawa jest wybor falki bazowe;j.
Jest to bardzo wazny element calej analizy. Na rys. 4
przedstawiono kilka najbardziej popularnych falek.
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Rys. 4. Rozne rodzaje falek oraz odpowiadajace im funkcje skalujace. O$

pozioma oznacza czas (probki), a o§ pionowa - amplitude

Ciagta transformata falkowa

Ciagta transformata falkowa (ang. Continous Wavelet
Transform - CWT) ma postac:

1 7 t—-b
=i (2

gdzie: y e I*(R), fe L*(R) - funkcje ciagle, calkowalne
z kwadratem, beR, aeR".

Jadrem transformaty falkowej jest falka podstawo-
wa (bazowa) y € L>(R) (ang. mother wavelet). Gene-
ralnie jest ona funkcja oscylujaca, szybko zanikajaca
lub okreslona na no$niku zwartym, o zerowej warto-
Sci Srednie;j.

Rodzina falek jest tworzona z falki podstawowej
poprzez jej przesuniecie, realizowane przez parametr
translacji b oraz zmiane jej skali (czestotliwosci) reali-
zowanej przez parametr skalujacy a:

1 (b
va=1v(22)

-1/

Czynnik normalizujacy a™" sprawia, ze wszystkie
falki rodziny maja taka sama energie.

Wzor (3) generuje wspolczynniki falkowe fw(a,b),
ktore sa funkcja skali @ i przesuniecia b. Wspolczyn-
nik falkowy jest miara podobienstwa (korelacji)
miedzy sygnalem f{#) a falka dla odpowiedniej
skali i pozycji. Rys. 5 obrazuje procedure¢ obliczania
tych wspotczynnikow. Falka jest przesuwana wzdhuz sy-
gnatu i dla kazdej jej pozycji obliczany jest wspotczyn-
nik falkowy. Po osiagnieciu konca sygnatu, falka zosta-
je przeskalowana, powraca na poczatek sygnatu i cala
procedura si¢ powtarza. Zestaw wszystkich wspotczyn-
nikow fw(a, b) reprezentuje sygnat f() w dziedzinie fal-
kowe;j.

6))
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Rys. 5. Procedura obliczania wspotczynnikow falkowych dla
CWT. OS pozioma oznacza czas (probki), a 0§ pionowa
- amplitude

Istnieja r6zne metody graficznej reprezentacji ciagtej
transformaty falkowej. Rys. 6 przedstawia jedna z nich:
dwuwymiarowa reprezentacje wspotczynnikow falko-
wych w funkcji czasu (0§ pozioma) i skali (oS piono-
wa), gdzie kolor oznacza amplitud¢ wspolczynnikow.
Analizowany jest tu sygnat skokowy, zaktocony szu-
mem biatym. W miejscach zmian wartosci Sredniej (tj.
w probkach 500, 1000, 1500) wyraznie widac pionowe

ETTEIETETENETY

Rys. 6. Wizualizacja ciagtej transformaty falkowej z zastosowa-
niem falki db3. Na gorze: analizowany sygnat (czerwony),
na dole: wykres wspotczynnikéw falkowych dla tego sy-
gnalu
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Translacja

czarne linie (odpowiadajace lokalnym mini-
mum wspotczynnikow), ktore je identyfiku-
ja. Mozna by zatem stosowac te transformate
jako detektor skokowych zmian w sygnale.
Najwiekszym problemem jest tu dobor od-
powiedniej falki i skali, w ktorej bedzie wi-
doczna oczekiwana informacja. Nie istnieje
jednoznaczny algorytm umozliwiajacy auto-
matyczny dobor tych parametrow, jest to ra-
czej kwestia doSwiadczenia w doborze falki
do charakteru analizowanego sygnahu.

Dyskretna transformata
falkowa

Transformata falkowa jest przeksztalceniem
dwuparametrowym, odwzorowujacym jed-
nowymiarowy sygnat f(¥) w dwuwymiaro-
wa tablice wspotczynnikow Ci

—i

FW=Y ¢, 2%y (2t-k) 3)
J.R
gdzie zbior funkcji falkowych 1/11.7k(t) jest
zazwyczaj baza ortogonalna oraz je (0, ),
ke (-o0, ). Zbior wszystkich wspotczynni-
kow Cjx jest nazywany dyskretnqg transfor-
matq falkowq (ang. Discrete Wavelet Trans-
Jform - DWT) sygnatu f(#), awzor (5) jest transformata
odwrotna. Wprowadzajac tzw. funkcje skalujgcq P
sygnatl f(¥) mozna przedstawic jako:

f(t)=l§:, ak(pk(t)+i i dj,k’/)j,k(t) ©

J=0k=—c

Pierwsza suma we wzorze (6) stanowi aproksymacje
sygnatu, druga suma, wraz ze wzrostem j, reprezentuje
coraz bardziej szczegotowe detale sygnatu. Oczywiscie
w praktyce zakres sumowania jest skonczony, tak jak
skoficzony jest analizowany sygnat ().

Transformate falkowa mozna rozpatrywac w katego-
riach filtrow cyfrowych. Jezeli wyrazimy funkcje skalu-
jaca p(®) i falke y(¥) jako sume¢ wazona przesuni¢tych
funkcji skalujacych z wyzszego poziomu ¢(21):

p(t) =Y h(mN2 (2t —n) @)

(1) =X I (nN2p(2t —n) ®
to i(n) i h(n) mozemy traktowac jako wspotczynniki
cyfrowego filtru FIR. Parametr n oznacza wtedy dtu-
gosc filtru (liczbe jego wspotczynnikow), a sumowanie
we wzorach (7) i (8) przebiega od 1 do n.

Pojedynczy blok transformacyjny jest przedstawiony
na rys. 7. Filtr gornoprzepustowy 7,(n) reprezentuje
falke podstawowa i na wyjsciu produkuje wspotczyn-
niki falkowe (detale sygnatu). Filtr dolnoprzepustowy
h(n) reprezentuje funkcje skalujaca i na wyjSciu daje
aproksymacije sygnatu. Caty proces dekompozycji pole-
ga na przeplywie sygnatu przez identyczne bloki trans-
formacyjne, tak ze wyjScie z poprzedniego bloku jest
wejsciem do nastepnego bloku.
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R liwe, lecz bardziej skomplikowane. Teo-
retycznie, zakres sumowania we wzorze
(6) jest nieskoniczony. W praktyce dlugosc
sygnalu poddawanego transformacji musi
by¢ skonczona. Co wiecej, ze wzgledu na

wspétczynniki falkowe

Rys. 7. Pojedynczy blok transformacyjny (po lewej) oraz caty
proces dekompozycji (po prawej)

Podobnie jak w przypadku CWT, istnieje szereg moz-
liwosci graficznej reprezentacji DWT. Na rys. 8 zostaly
pokazane przebiegi aproksymac;ji i detali dla tego sa-
mego sygnatu, ktory byt analizowany za pomoca CWT
na rys. 6. Jak widad¢, aproksymacje, wraz ze wzrostem
poziomu dekompozycji, sa coraz gltadsze - stosunek
sygnatu do szumu jest coraz wigkszy. Sygnatl aproksy-
macji na 9. poziomie (a,) mogiby z powodzeniem by¢
wykorzystany jako funkcja decyzyjna dla celow rozpo-
znawania momentu zmiany wartosci Sredniej zaktoco-
nego sygnatu.
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Rys. 8. Przebiegi aproksymac;ji i detali. Kolumna lewa zawiera
analizowany sygnat (na gorze) oraz kolejne jego aproksy-
macje (od a,do ay). W kolumnie prawej analogiczne
przedstawione sa detale (od d, do d,)

Podsumowanie

W artykule przedstawiono podstawy teoretyczne
transformaty falkowej oraz mozliwosci praktycznego
jej zastosowania w analizie zdarzen w szeregach cza-
sowych, takich jak wykrywanie skokoéw wartosci Sred-
niej. Narzedzie to jest w stanie precyzyjnie wykry¢ mo-
ment zmiany nawet w mocno zaszumionym sygnale.
Jednakze nalezy podkresli¢, ze przedstawiona anali-
za zostala przeprowadzona w trybie off-line, tzn. ana-
lizowany szereg czasowy byt dostepny w catosci. To
oczywiscie ogranicza mozliwo$ci zastosowania tego
podejscia w ciagtych systemach nadzorowania, gdzie
wymagany jest tryb on-line, tzn. kolejne probki sygnatu
~przychodza” z instalacji. Zastosowanie transformaty

skala
® - wspélczynniki falkowe

specyfike przeksztatcenia, dlugos¢ ta musi
by¢ wielokrotnos$cia potegi liczby dwa.
Wymagane jest zatem dopelnianie sygna-
hu (tzw. symetryzacja lub dopetnianie zerami). Dopel-
nianie oraz skonczona dlugos¢ sygnatu powoduja btedy
brzegowe. Bledy te z kolei powoduja znieksztalcenia
transformacji (co w pewnych zastosowaniach moze
by¢ istotne). Zagadnienia te wykraczaja jednak poza
obszar niniejszego artykutu.

Na rynku istnieje sporo réznego rodzaju oprogra-
mowania do efektywnego obliczania transformaty
falkowej. Na przyktad bardzo rozbudowany Wavelet
Toolbox (dla srodowiska Matlab) [6], czy Numerical
Recipes - znany pakiet bibliotek jezyka C, zawierajacy
rowniez procedury dla DWT [5]. W Internecie mozna
znalez¢ rowniez wiele darmowych aplikacji [7].

Artykut zostat napisany w ramach grantu finanso-
wanego z Europejskiego Funduszu Rozwoju Regional-
nego w Programie Operacyjnym Innowacyjna Gospo-
darka. Nr grantu: UDA-POIG.01.03.01-12-171/08/00
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